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В отчете представлены результаты исследований, выполненных по 5 
этапу Государственного контракта № 16.740.11.0356 "Нелинейный 
тепломассоперенос структурно-фазовых переходов и его влияние на прирост 
льда, его отражательную способность и теплообмен между океаном и 
атмосферой" (шифр "2010-1.3.1-151-023")  от 07 октября 2010 по 
направлению "Проведение научных исследований молодыми учеными - 
кандидатами наук по следующим областям:- геология; горное дело;- 
геохимия;- геофизика;- география и гидрология суши;- океанология;- физика 
атмосферы" в рамках мероприятия 1.3.1  "Проведение научных исследований 
молодыми учеными - кандидатами наук.", мероприятия 1.3 "Проведение 
научных исследований молодыми учеными - кандидатами наук и целевыми 
аспирантами в научно-образовательных центрах", направления 1 
"Стимулирование закрепления молодежи в сфере науки, образования и 
высоких технологий." федеральной целевой программы "Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России" на 2009-2013 годы. 
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Цель работы: Решение фундаментальной проблемы теории 
кристаллизации льда с протяженной областью структурно-фазового 
перехода, изучение влияния процессов тепломассопереноса в 
переохлажденной метастабильной области фазовых превращений на картину 
теплообмена между океаном и атмосферой 
Методы, использованные при выполнении отдельных видов работ: 
Использованные теории и модели (процессов тепломассопереноса, теплового 
излучения, двухфазной зоны, гидромеханики, турбулентности, фильтрации, 
авторский задел по тематике исследований) являются фундаментальной 
базой исследований по проекту, корректным образом описывают 
рассматриваемые процессы и явления. Указанные теории позволили 
получить наиболее точное решение поставленных задач с наименьшей 
погрешностью относительно наблюдаемых зависимостей на всех этапах 
исследования , что повышает качество выполнения поисковых научно-
исследовательских работ на данном этапе (без их анализа было бы 
невозможно сформулировать соответствующие математические постановки 
задач для рассматриваемых процессов на самом высоком научном уровне). 
Инструментарий, использованный при выполнении отдельных видов работ: 
Компьютеры, оснащенные математическими пакетами “Mathcad 14”, “Maple 
9” уровня не ниже Intel Pentium IV. Лицензионное программное обеспечение 
Результаты, полученные при выполнении отдельных видов работ:  
Сформированы материалы теоретических исследований, раскрывающие 
содержание работ по решению поставленной научно-исследовательской 
задачи, в том числе: подготовлен отчет о НИР V этапа, содержащий 
результаты теоретических исследований V этапа, изложение методик 
проведения исследований, описание полученных результатов, а также 
обобщение результатов исследований I-V этапов; презентация результатов 
поисковой научно-исследовательской работы в формате Microsoft 
PowerPoint.
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Введение 
Хорошо известно, что наличие примеси кардинальным образом изменяет 
различные характеристики процесса кристаллизации расплавов и растворов [1-3]. 
Одним из наиболее значимых эффектов, возникающих в процессах затвердевания 
является концентрационное переохлаждение, впервые обнаруженное в работе [4] 
(механизм возникновения данного типа переохлаждения и его особенности по 
сравнению с термическим переохлаждением подробно описаны в работе [5]). 
Проведенное в работах [6, 7] численное моделирование затвердевания от 
охлаждаемой стенки и развитая в работах [8, 9] приближенная теория этого 
процесса показали, что концентрационное переохлаждение возникает достаточно 
быстро после начала процесса кристаллизации (времена его возникновения 
составляют порядка нескольких минут). После того, как перед границей фазового 
перехода твердая фаза – расплав образовалась переохлажденная область, процесс 
затвердевания нельзя больше описывать в рамках классической 
термодиффузионной задачи Стефана с плоским фронтом [10]. Реакцией системы на 
образование концентрационого переохлаждения является формирование условий 
преимущественного роста отдельных выступов твердой фазы в глубь 
переохлажденного расплава. Другими словами, плоская фронтальная граница 
фазового перехода становится морфологически неустойчивой. Линейный анализ 
такой неустойчивости для кристаллизации плоского фронта с постоянной 
скоростью впервые был проведен в классических работах [11-13], а в работе [14] 
было дано его обобщение на случай локально-неравновесного затвердевания. Этот 
анализ показал, что в процессе кристаллизации существует область параметров, в 
которой неустойчивость может приводить к возникновению сложных структур 
примесного распределения. Для расчета параметров таких структур была 
разработана нелинейная теория устойчивости плоской границы раздела фаз [15] (в 
работе [16] эта теория была применена для нелинейного анализа устойчивости 
поверхности разрыва, моделирующей область фазового перехода). Ростовые 
структуры твердой фазы в области фазового превращения, пространство между 
которыми заполнено переохлажденной жидкостью, образуют двухфазную область, 
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которая располагается между чисто твердой и жидкой фазами системы. Процесс 
затвердевания при наличии такой области становится намного сложнее, чем 
фронтальный процесс. Так, например, в области фазового перехода может 
происходить как рост дендритных структур [17, 18], так и гомогенная нуклеация 
частиц твердой фазы на растворенных примесях [19-21]. Далее, в работах [22-29] 
были исследованы условия образования такой области перед плоским фронтом для 
нестационарной кристаллизации в автомодельных условиях. Интересным 
обстоятельством является то, что при изменении теплофизических параметров 
процесса неустойчивость может изменять свой тип [30] (переключаться с мягкого 
типа на жесткий). 
Математическая модель процесса затвердевания бинарных соединений с 
двухфазной зоной, впервые была обобщена в работах [31, 32]. Она представляет 
собой нелинейную нестационарную систему уравнений в двухфазной зоне, твердой 
и жидкой фазах, которые связаны пограничными условиями на движущихся 
межфазных границах твердая фаза – двухфазная область и двухфазная область – 
жидкая фаза. Общих методов решения таких сложных задач с подвижными 
границами не существует и дальнейшее развитие теории было связано с 
разработкой приближенных методов решения таких задач. Существенное 
упрощение может быть достигнуто при рассмотрении процессов интенсивного 
роста твердой фазы в двухфазной зоне, когда выделяющаяся скрытая теплота 
кристаллизации компенсирует концентрационное переохлаждение. В случае 
затвердевания бинарных систем, в работах [33-38] были разработаны методы 
получения точных аналитических решений нелинейных уравнений 
тепломассопереноса для процессов кристаллизации с постоянной скоростью, 
которые основаны на переходе к новой независимой переменной – доле твердой 
фазы в области фазового перехода (в этих работах теория была также обобщена на 
присутствие слабой конвекции, эффектов термодиффузии и температурной 
зависимости коэффициента диффузии). Далее, в работах [27-29] были разработаны 
методы решения уравнений двухфазной зоны при кристаллизации бинарных 
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расплавов в автомодельных условиях, которые основаны на разложении 
температуры, концентрации примеси и доли твердой фазы в степенные ряды. Эта 
теория была обобщена в работах [39-44] на решение уравнений двухфазной зоны в 
сильно нестационарных условиях реализации процесса (здесь были использованы 
уравнение Шейла [45, 46] и некоторые дополнительные оценки параметров 
системы). 
Довольно часто необходимо учитывать присутствие в системе третьего 
компонента. Основные уравнения безконвективной кристаллизации в такой системе 
на основе данных эксперимента [47] были развиты в работе [48]. В силу сильной 
нелинейности системы в [48] были получены ее аналитические решения лишь в 
случае отсутствия диффузии и при нулевой скрытой теплоте затвердевания. Далее в 
работах [49, 50] была разработана приближенная теория решения нелинейных 
уравнений работы [48] в автомодельных условиях в отсутствие диффузии и при 
линейных уравнениях ликвидуса и котектики, а в работах [51-53] были развиты 
методы учета диффузии [51, 52] и отклонений упомянутых зависимостей от 
линейных [53]. В целом, теория работ [49-53] хорошо описывает 
экспериментальные данные в автомодельных условиях реализации процесса. На 
данном этапе работы, являющейся продолжением и развитием научных 
иследований по данной тематике, предложен оригинальный метод решения 
математической модели работы [48], описывающей затвердевание 
трехкомпонентных систем в стационарных условиях, когда скорость 
кристаллизации, распределения температуры, концентраций примеси и долей 
твердых фаз в системе устанавливаются и перестают зависеть от времени. 
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1. Теоретические исследования V этапа: разработка и решение модели и 
определение теплового потока кристаллизации льда с учетом 
нуклеации и кинетики роста частиц твердой фазы в переохлажденной 
метастабильной области фазового превращения. 
1.1. Модель направленной кристаллизации трехкомпонентноых систем.  
Рассмотрим процесс направленного затвердевания трехкомпонентной 
системы вдоль пространственной оси z  (рис. 1).  
 
Рис. 1. Схема процесса направленной кристаллизации трехкомпонентных систем с двумя 
областями фазового перехода. 
Через B  и C  обозначим концентрации двух веществ, растворенных в 
растворителе A  ( 1CBA ). Поскольку основное вещество претерпевает 
фазовый переход в области, не совпадающей с областью фазового перехода 
второго вещества, в процессе затвердевания возникает две двухфазных зоны 
– основная и котектическая. Обозначим их протяженности через P  и C . 
Учитывая, что фазовая диаграмма рассматриваемой системы подробно 
обсуждалась в работах [48, 49], не будем здесь останавливаться на 
уравнениях ликвидуса, котектики и эвтектики, отсылая читателя к этим 
исследованиям. Важным обстоятельством является то, что время 
релаксации температурного поля 2~ lT  намного меньше характерных 
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времен релаксации концентрационных полей BB Dl
2~  и CC Dl
2~ , т.е. 
CT  и BT  (здесь l  - характерный масштаб длины,  - коэффициент 
температуропроводности, BD  и CD  - коэффициенты диффузии примеси 
компонент B  и C ). Из этой оценки времен релаксации следует, что 
производные от температуры по времени t  много меньше остальных 
слагаемых соответствующих уравнений модели. Учитывая это 
обстоятельство, запишем математическую модель процесса на основе 
результатов работы [48].  
В жидкой фазе системы (растворе) концентрации примесей B  и C , а 
также температурный градиент LG  являются заданными величинами 
 
 BB , CC , z , (1) 
 
 LG
z
T
, PCVtVtz , (2) 
 
где T  - температура, V  - постоянная скорость затвердевания. Кроме этого, в 
жидкой фазе выполняются уравнения диффузии примеси 
 
 
2
2
z
B
D
t
B
B , 2
2
z
C
D
t
C
C , Vtz . (3) 
 
Пограничные условия на межфазной границе основная двухфазная 
зона – расплав, имеющие физический смысл баланса тепла, массы и условий 
непрерывности, записываются в виде 
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z
T
kVL AV , 0CBT , Vtz , (4) 
 
 
z
B
DBV BA , 
z
C
DCV CA , Vtz , (5) 
 
 
z
C
m
z
B
m
z
T
CB , Vtz . (6) 
 
Здесь VL  - скрытая теплота затвердевания, 1SL kkk , Lk  и Sk  - 
коэффициенты теплопроводности расплава и твердой фазы,  - доля 
жидкой фазы, Bm  и Cm  - наклоны ликвидуса компонент B  и C , A  - доля 
твердой фазы комопнента A . Символами  и  соответственно 
обозначены: скачок величины на границе и ее значение справа от границы. 
Отметим, что уравнение (6) имеет смысл условия маргинального 
равновесия [48]. 
В основной двухфазной зоне, где фазовый переход претерпевает 
компонент A  ( A1 ), уравнения тепломассопереноса записываются в 
виде 
 
 0
t
L
dz
dT
k
z
A
V , CmBmTCBTT CBM
L , , VtzVt C , (7) 
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 0B
tz
B
z
DB , 0C
tz
C
z
DC , VtzVt C . (8) 
 
Здесь MT  обозначает температуру фазового перехода чистого вещества. 
Запишем теперь граничные условия на второй межфазной 
поверхности между котектической и основной двухфазными зонами. Эти 
условия, отражающие баланс тепла и массы, непрерывность температурного 
поля и полей концентраций примеси, записываются в виде [48] 
 
z
T
kVL BAV , 0CBT , 
z
C
m
z
B
m CC
C
B  CVtz , (9) 
 
 
z
B
DBBV BBA 1 , 
z
C
DVC CBA , CVtz . (10) 
 
Здесь B  обозначает долю твердой фазы компонента B , а 
C
Bm  и 
C
Cm  - 
котектические наклоны ликвидуса компонент B  и C . 
Далее, уравнения тепломассопереноса в котектической двухфазной 
зоне, где фазовый переход претерпевают два компонента A  и B  
 ( BA1 ), записываются как 
 
 0
t
L
z
T
k
z
BA
V , CVtzVt , (11) 
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C
B
E
E
C
m
TT
BTBB , 
C
C
AB
EC
m
TT
TCC , CVtzVt , (12) 
 
0BB B
tz
B
z
D , 0C
tz
C
z
DC , CVtzVt .          
(13) 
 
Здесь ET , EB  и EC  - известные значения температуры и концентраций 
примеси в точке эвтектики трехкомпонентной системы, а ABET  - температура 
в точке эвтектики бинарной системы (см., например, работы [48, 49]). 
Граничные условия на поверхности между твердой фазой и 
котектической зоной имеют следующий вид: 
 
 
z
T
kVL CBAV , ETT , EBB , ECC , Vtz , (14) 
 
 
z
B
DBBBV BCBA 1 , Vtz , (15) 
 
 
z
C
DCCCV CCBA 1 , Vtz . (16) 
 
В твердой фазе имеем постоянный температурный градиент SG , т.е. 
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 SG
z
T
, Vtz . (17) 
 
Система уравнений (1)-(17) представляет собой замкнутую систему 
уравнений и граничных условий для отыскания решения задачи о 
кристаллизации трехкомпонентной системы с постоянной скоростью. 
1.2. Точные аналитические решения нелинейной модели. 
Перейдем в движущуюся с постоянной скоростью V  систему 
координат и введем безразмерные переменные и параметры 
 
 
BD
VtzV
y , 
B
P
P
D
V
, 
B
C
C
D
V
, 
BD
V
, (18) 
 
C
B
BC
D
D
D , 
Bm
T
B
, 
B
C
CB
m
m
m , 
C
B
C
CC
CB
m
m
m . 
 
В новой системе координат процесс кристаллизации является 
установившимся и все неизвестные функции не зависят от времени.  
Уравнения диффузии (3) в переменных (18) при использовании 
граничных условий (1) имеют следующие интегралы: 
 
yBByB exp1 , yDCCyC BCexp1 , PCy , (19) 
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где 1B  и 1C  - постоянные интегрирования. Далее, интегрируя уравнения 
тепломассопереноса (7) и (8) в основной двухфазной области, находим 
производные температуры и концентраций примеси 
 
APB
AVB
kVBm
AVLD
dy
d 1 , ASALAP kkk 1 , yC , (20) 
 
 
A
A
V
BVA
dy
dB
1
12 , 
A
ABC
V
CVAD
dy
dC
1
13 , yC , (21) 
 
где APLVPLAPLP VLGkA1 , 2A  и 3A  - постоянные интегрирования, PLG  и APL 
- градиент температуры и доля твердой фазы при y , определенные со 
стороны основной двухфазной зоны. В дальнейшем, эти неизвестные будут 
найдены. Комбинируя теперь выражения (20) и (21) с уравнением ликвидуса 
(7), находим связь между концентрациями B  и C  в основной двухфазной 
области 
 
 ACBBCAA CmDgB , yC , (22) 
 
APB
AVB
A
CBBC
A
A
kVm
AVLD
V
AmD
V
A
g 132
11
. 
 
Теперь из уравнений (21) и (22) определяем долю твердой фазы в основной 
двухфазной зоне в виде обратной зависимости 
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A
ACP
AACA dSy , yC , (23) 
 
A
A
A
g
g
S
1
, PLAPLAPLAV
APB
B
A GkVL
kVm
D
g1 . 
 
Здесь ACP  обозначает долю твердой фазы справа от границы котектическая 
– основная двухфазные зоны. Далее, из выражения (23) определяем 
протяженности основной двухфазной зоны P  и всей области фазового 
перехода  
 
APL
ACP
AAP dS , 
APL
ACP
AAC dS . (24) 
 
Ради простоты изложения, рассмотрим далее случай 1BCD  [48]. 
Подставляя (23) в (21), находим концентрацию примеси компонента C  в 
основной зоне фазового превращения 
 
 
A
ACP
A
A
AAA
A d
V
yyS
AAC
1
exp
34 , yC . (25) 
 
Соотношения (22)-(25) представляют собой параметрическое решение 
задачи в основной двухфазной зоне. При этом, параметром является доля 
твердой фазы A  (или A1 ) затвердевающего в этой области 
компонента. 
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Подставляя решения (22)-(25) в граничные условия (4)-(6), получаем 
следующие выражения, определяющие неизвестные постоянные: 
 
 0
exp
11 CmB
Vm
DG
CB
B
BL , (26) 
 
 
APLP
APLVLL
PL
k
VLGk
G , VBA2 , VCA3 , (27) 
 
 11 exp CmCmBgB CBCBAPL , (28) 
 
 014 expexp IVCCCA C , 
APL
ACP
A
A
CAA d
V
yS
I
1
exp
0 . (29) 
 
Из соотношений (26)-(28) можно выразить долю твердой фазы компонента 
A  слева от границы основная двухфазная область – расплав. Опуская 
подробности математических преобразований, приведем это выражение к 
виду 
 
 0
1 APLLSL
LSLVB
APL
CBB
APL
kkk
kkGVLDCmBVm
 (30) 
 
Интегрирование уравнений (11)-(13) в котектической области 
фазового перехода дает следующие выражения: 
18 
 
 
 
CB
VB
kVBm
AVLD
dy
d 51 , 1SLC kkk , Cy0 , (31) 
 
 
V
BVA
dy
dB B6 , 
V
CVA
dy
dC 7 , Cy0 . (32) 
 
В формулах (31) и (32) SCVSCSCC VLGkA 15 , BA1 , 6A  и 7A  - 
постоянные интегрирования, SCG  и SC  - температурный градиент и доля 
жидкой фазы справа от границы твердый материал – зона котектики. Эти 
константы будут определены ниже.  
Далее, комбинируя выражения (12), (31) и (32), получаем 
распределения температуры, концентраций примеси и долей твердой фазы 
обеих компонент в зоне котектики 
 
 
Bm
CmT
B
C
C
AB
E , 
C
Cm
F
A
V
C 07
1
, Cy0 , (33) 
 
 
C
B
AB
EE
E
C
CB
m
TT
BCmB , Cy0 , (34) 
 
 BA 1 , B
V
A
Vm
F
C
B
B
60 , Cy0 . (35) 
 
Здесь CCBm  определено в выражении (18), а 
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C
SCVSCSCCB
k
VLGkD
F0 . 
 
Далее, учитывая, что  
 
dy
d
d
d
dy
d
, 
 
Находим распределение доли твердой фазы в зоне котектики в виде 
обратной функции и безразмерную протяженность котектической области 
 
 
SC
d
F
dd
D
VBm
y
B
B
1
10
1 , 
CP
SC
d
F
dd
D
VBm
B
B
C 1
10
1 , (36) 
 
где CP  доля жидкой фазы слева от границы между котектической и 
основной двухфазными зонами. Выражения (33)-(36) определяют решение 
задачи в котектической области фазового перехода. Эти решения имеют 
параметрический вид, как и решения (22)-(25) в основной двухфазной зоне. 
Однако, параметром здесь является доля жидкой фазы . 
Подставляя теперь эти решения в граничные условия (14)-(16) и 
учитывая температурный градиент (17), получаем следующие соотношения 
для неизвестных постоянных: 
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SCC
SCVSS
SC
k
VLGk
G , 6ABVBV BSCSCESCEBSCBSC , (37) 
 
 7AVCCV SCESCECSCCSC , SCC
C
SCB
SCE G
m
D
VCA7 , (38) 
где BSC и BSC - значения доли твердой фазы компонента B  слева и справа 
от границы твердая фаза – котектическая зона, а CSC  и CSC  - аналогичные 
значения для компонента C .  
Подстановка производных температуры из выражений (20) и (31) в 
первое граничное условие (9) определяет явную зависимость скорости 
затвердевания от температурных градиентов в твердой и жидкой фазах 
 
 
V
LLSS
L
GkGk
V . (39) 
 
Важным обстоятельством является то, что выражение (39) совпадает со 
скоростью затвердевания плоского фронта и двухфазной зоны, 
описывающих кристаллизацию бинарных смесей. 
Подставляя теперь производные концентраций примеси из выражений 
(21) и (32) в граничные условия (10), находи постоянные 6A  и 7A  
 
 VBA6 , VCA7 . (40) 
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Комбинируя сейчас выражения (37), (38) и (40), получаем квадратное 
уравнение для отыскания доли жидкой фазы справа от границы твердая 
фаза – область котектики. Его решение записывается в виде 
 
 
2
02
2
11
2
4
a
aaaa
SC , (41) 
 
CVka S0 , C
C
SSB
SLSE
m
GkD
CkkVkVCa1 , SLEC
C
VB kkVC
m
VLD
a2 . 
 
Выражение (41) имеет только одно решение, лежащее на единичном 
отрезке.  
Граничные условия (10) позволяют теперь найти пограничные 
значения концентраций примеси CPB  и 4ACCP  на межфазной поверхности 
между котектической и основной областями фазового перехода 
 
 CPCBACPC
B
AB
EE
ECP
C
CBCP Cmg
m
TT
BCmB , (42) 
 
 
CPC
C
C
CPSCVSCSCCCPB
CP
CP
km
VLGkD
VC
V
AC
1
4 . (43) 
 
Подстановка CPB  из (42) во второе граничное условие (9) определяет 
явное выражение для доли твердой фазы справа от границы между 
двухфазными зонами 
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B
CmB CCB
ACP 1 , C
B
AB
EE
E
m
TT
BB . (44) 
 
Соотношение (44) показывает, что ACP  определяется лишь исходными 
значениями концентраций примеси B  и C , а также фазовой диаграммой 
трехкомпонентной системы. 
Используя найденные зависимости можно записать решение 
уравнения (30) в виде 
 
0APL  или 
LSCBLS
LCBLS
APL
kkCmBGGH
kCmBGGH
, 
Vm
kD
H
B
SB . 
 
Поскольку второй корень не принадлежит единичному отрезку, в качестве 
решения необходимо принимать первый корень 0APL . 
Далее, комбинируя выражения (42) и (43) находим долю жидкой фазы 
слева от границы между котектической и основной двухфазными зонами 
 
 
2
02
2
11
2
4
b
bbbb
CP , 
B
C
C
D
Cm
b0 , (45) 
 
V
G
D
Ckkm
D
m
mm
Bg
b S
B
SL
C
C
B
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C
CB
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S
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C
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C
CB
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k
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D
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b
1
2 . 
 
23 
 
Учитывая, что выражение (45) полностью определяет константу 4A  из 
соотношения (43), выражение (29) теперь можно использовать для 
нахождения константы 1C . 
Из соотношений (37) и (38) определяем теперь доли твердой фазы 
двух компонент слева от границы твердая фаза – зона котектики 
 
 BBSC , CCSC . (46) 
 
Граничные значения справа от этой поверхности находятся из 
распределений (35) в виде SCAASC  и SCBBSC . Кроме этого, 
распределения (35) определяют также пограничные значения долей твердой 
фазы ACP  и BCP компонент A  и B  слева от границы между котектической и 
основной двухфазными зонами как CPAACP  и CPBBCP . 
  Таким образом, в соответствии с требованиями Государственного 
контракта, на данном V этапе теоретических исследований, проведены 
работы по разработке и решению модели и определение теплового потока 
кристаллизации льда с учетом нуклеации и кинетики роста частиц твердой 
фазы в переохлажденной метастабильной области фазового превращения.   
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2. Подготовка публикации результатов исследований. 
В рамках выполнения работ по Этапу 5 Государственного контракта 
№ 161.740.11.0356 от «7» октября 2010г. «Нелинейный тепломассоперенос 
структурно-фазовых переходов и его влияние на прирост льда, его 
отражательную способность и теплообмен между океаном и атмосферой», 
исследователи-исполнители НИР подготовили к публикации статьи в 
высокорейтинговые российские журналы, а именно:  
1) Malygin A.P., Alexandrov D.V., Analytical description of the quasi-
stationary solidification of ternary systems, Russian Metallurgy 
(Metally), 2012, N 2, P. 136-145. 
2) Александров Д.В., Иванов А.О., Малыгин А.П., Александрова И.В., 
Нустров В.С., Масштабно-инвариантные свойства двухфазной 
области концентрационного переохлаждения, Вестник 
Удмуртского университета, 2012, Вып. 1, С. 43-54. 
3) Krutikova E., Ivanov A., Structure properties of polydisperse magnetic 
fluids, Solid State Phenomena, 2012, Vol. 190, P. 641-644. 
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3. Обобщение и оценка результатов исследований; анализ моделей, 
методов, программ и алгоритмов, позволяющих увеличить объем 
знаний для более глубокого понимания изучаемого предмета 
исследования. 
Оценивая степень решения проблем в предметной области темы 
работ, следует подчеркнуть, что при всем высоком фиксируемом научном 
российском и мировом интересе к проблематике, глубина и 
проработанность задач проблематики оставляют значительное по 
масштабам и глубине поле для продолжения и развития исследований в 
данном направлении. Выполненные в рамках НИР исследования 
затрагивают неохваченные ранее реальные задачи моделирования 
процессов кристаллизации льда c учетом снеговой шапки на поверхности 
льда и вынужденной конвекции,  расчета теплового потока, исходящего в 
атмосферу, расчета вклада отражательной способности льда в тепловой 
баланс между океаном и атмосферой для моделей как изотермического 
океана, так и для моделей, учитывающих турбулентные потоки тепла и 
массы. Для всех рассмотренных в рамках НИР задач в предметной 
области работ отсутствуют российские и мировые аналоги решений, 
современная наработки в теории и практике решения задач 
кристаллизации (в том числе разработки авторов коллектива) к 
обозначенным направлениям ранее не применялись. 
Основными научными задачами, решаемыми в рамках проекта, 
являлись следующие проблемы, входящие в направления развития науки в 
Российской Федерации, традиционно заинтересованной в изучении проблем 
Севера (в том числе проблемами и приложениями задач кристаллизации 
льдов и определения влияний тепловых потоков на теплообмен между 
океаном и атмосферой):  
1. Разработка и решение нестационарной модели, описывающей 
структурно-фазовые переходы при замерзании льда с учетом вынужденной 
конвекции (модель изотермического океана). 
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2. Разработка и решение нестационарной модели, описывающей 
структурно-фазовые переходы при замерзании льда при учете снеговой 
шапки на поверхности льда (модель изотермического океана). 
3. Разработка и решение нестационарной модели, описывающей 
структурно-фазовые переходы при замерзании льда c учетом снеговой 
шапки на поверхности льда и вынужденной конвекции; расчет теплового 
потока, исходящего в атмосферу, расчет вклада отражательной способности 
льда в тепловой баланс между океаном и атмосферой (модель 
изотермического океана). 
4. Разработка и решение нестационарной модели, описывающей 
структурно-фазовые переходы при замерзании льда с учетом снеговой 
шапки на поверхности льда и вынужденной конвекции (модель 
турбулентного течения жидкости в океане). 
5. Расчет теплового потока, исходящего в атмосферу, расчет вклада 
отражательной способности льда в тепловой баланс между океаном и 
атмосферой (модель турбулентного течения жидкости в океане). 
 Таким образом, проводя обобщение и оценку результатов 
исследований, а именно: анализ моделей, методов, программ и 
алгоритмов, следует отметить, что основной конструктивный  вклад в 
дополнение существующего объема знаний по тематике предмета 
исследований, носят указанные разработанные модели тепломассопереноса.  
 
 Приведем далее полный перечень моделей и методов, созданных 
разработанных в рамках проекта: 
1. Нестационарная модель и метод ее решения в описании структурно-
фазовых переходов при замерзании льда с учетом вынужденной конвекции 
(модель изотермического океана). 
2. Нестационарная модель и метод ее решения в описании структурно-
фазовых переходов при замерзании льда при учете снеговой шапки на 
поверхности льда (модель изотермического океана). 
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3. Нестационарная модель и метод ее решения в описании структурно-
фазовых переходов при замерзании льда c учетом снеговой шапки на 
поверхности льда и вынужденной конвекции. (модель изотермического 
океана). 
4. Метод расчета теплового потока, исходящего в атмосферу и вклада 
отражательной способности льда в тепловой баланс между океаном и 
атмосферой для модели изотермического океана). 
5. Нестационарная модель и метод ее решения в описании структурно-
фазовых переходов при замерзании льда с учетом снеговой шапки на 
поверхности льда и вынужденной конвекции (модель турбулентного 
течения жидкости в океане). 
6. Метод расчета теплового потока, исходящего в атмосферу и вклада 
отражательной способности льда в тепловой баланс между океаном и 
атмосферой для модели турбулентного течения жидкости в океане. 
 Следует отдельно отметить, что на основе теоретических разработок 
проекта планируется в 2012-2013 гг. внедрить новые математические 
модели и методы их решения в современные программные комплексы 
расчета структурно-фазовых переходов и теплофизических свойств льда, 
динамики тепловых потоков между океаном и атмосферой, оказывающих 
влияние на локальный теплообмен (погода в области).   
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4. Разработка рекомендаций по использованию результатов НИР для 
научно-образовательных курсов. 
Результаты НИР, полученные в ходе выполнения работ по этапам 1-5 
настоящего проекта рекомендованы к использованию при формировании 
программы курсов бакалавриата и ряда направлений магистратуры в том 
числе по следующим дисциплинам:  
 Тепломассоперенос,  
 Теплофизика 
 Теоретическая теплотехника 
 Нелинейная динамика затвердевания  
 Гидромеханика 
 Процессы тепломассопереноса и теплового излучения 
 Уравнения математической физики в приложениях к тепловым 
системам 
и т.д.  
 В Уральском федеральном университете, месте работы исполнителей 
и месте выполнения работ по проекту, соответственно, на момент 
завершения работ по пятому, заключительному этапу проекта «Нелинейный 
тепломассоперенос структурно-фазовых переходов и его влияние на 
прирост льда, его отражательную способность и теплообмен между океаном 
и атмосферой», результаты работ внедрены в содержание ряда курсов 
(обязательных и по выбору), предлагаемых для магистрантов первого и 
второго года обучения в Институте математики и компьютерных наук 
УрФУ. В перспективе двух лет ожидается внедрение результатов работ 
проекта не менее чем в 5 (пяти) дисциплинах для ряда направлений 
бакалавриата.  
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5. Подготовка итогового научно-технического отчета 
При выполнении подготовки итогового научно-технического отчета 
по проекту, принимались во внимание следующие важнейшие выводы, 
полученные по результатам исследований текущего и предыдущего 
этапов:  
1. На основании полученных на предыдущем этапе решений произведен 
расчет теплового потока, исходящего в атмосферу, расчет вклада 
отражательной способности льда в тепловой баланс между океаном и 
атмосферой.  
2. Выполнен сравнительный анализ порядков вклада потока, исходящего 
с поверхности льда, и других вкладов в результирующий тепловой 
поток (например, тепло, выделяющееся при фазовом переходе без 
учета конвекции и слоя снега на поверхности льда; солнечная 
радиация).  
3. Выполнена оценка влияния на величину потока скорости трения и 
турбулентных коэффициентов переноса тепла и массы.  
4. Выполнен сравнительный анализ вкладов рассматриваемых 
теоретических исследований, явлений и эффектов в нелинейную 
динамику структурно-фазовых переходов при кристаллизации 
морского льда при условии изотермического и турбулентного течения 
жидкости в океане, вынужденной конвекции и покрытии поверхности 
льда снеговой шапкой. А именно, установлено влияние управляющих 
параметров системы на тепловой поток, исходящий с поверхности льда 
в атмосферу, а это, например, играет большую роль при увеличении 
скорости трения (изменение погоды при возникновении шторма). 
5. Определены распределение температуры, солености воды, поле 
скорости жидкости и динамика движения границ двухфазной зоны. 
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Заключение 
На рис. 2 показаны распределения долей твердой и жидкой фаз во 
всей области фазового перехода, состоящей из котектической и основной 
двухфазных зон.  
 
Рис. 2. Доли твердой фазы A  (сплошная линия) и B  (точечная линия), доля жидкой фазы 
 (пунктирная линия) в зависимости от пространственной координаты Vtzx . 
Котектическая зона, основная зона и жидкая фаза соответственно расположены в регионах I, II 
и III (регионы изображены для нижней оси x  вертикальными линиями). Теплофизические 
параметры расчетной системы приведены в таблице 1. 
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EB  06.0  
EC  37.0  
AB
EB  10.0  
B  0.035 
C  0.152 
ET  (
O
C) 19 
AB
ET  (
O
C) 5  
MT  (
O
C) 0  
 (см2 с-1) 3101.1  
BD  (см
2
 с-1) 61089.4  
SV kL  (с 
OC см-2) 51052.1  
SL kk  0.25 
SG  (
OC см-1) 5 
LG  (
OC см-1) 0.5 
 
Таблица 1. Расчетные параметры трехкомпонентной системы 332
NaNOKNOOH
 по 
данным работ [47] и [48] (B  и C  соответствуют 3NaNO  и 3KNO  на основе обозначений 
работы [48]). 
Доля твердого вещества A  компонента A , претерпевающего фазовое 
превращение в регионах I и II, монотоно убывает в области фазового 
перехода. В отличие от нее, доля твердого вещества B  компонента B , 
который претерпевает фазовое превращение лишь в регионе I, убывает 
только в котектической двухфазной зоне. При этом, протяженность 
котектической области I меньше основной области II фазового перехода. В 
соответствии с этими зависимостями, доля жидкой фазы  монотонно 
возрастает во всей области фазового превращения (регионы I и II). При 
этом, в регионе I она определяется долями твердого A  и B , а в регионе II – 
32 
 
лишь долью A . По этой причине распределение x  также имеет точку 
перегиба в основной двухфазной зоне, как и функция xA . Проведенные 
расчеты показывают, что доли твердой и жидкой фазы на границах между 
регионами I и II, а также II и III являются непрерывными (они разрывны 
лишь на границе твердая фаза – зона котектики). 
На рис. 3 изображены распределения концентраций примеси во всей 
области фазового перехода.  
 
Рис. 3. Концентрации примеси C  и B  в зависимости от пространственной координаты 
Vtzx . Обозначения и расчетные параметры соответствуют рис. 2, 53.0C  см, 
79.3  см. 
Основной примесный компонент, имеющий концентрацию xC , 
монотонно убывает в регионах I и II вследствие вытеснения примеси 
растущей твердой фазой системы. В отличие от этой зависимости, имеющей 
традиционное поведение, концентрация примеси второго компонента xB  
возрастает в зоне котектики, пересекает границу между регионами I и II, 
достигает максимума в основной двухфазной зоне, а затем убывает в этой 
зоне и в жидкой фазе стремясь к исходной концентрации B . Такое, на 
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первый взгляд необычное поведение концентрации примеси xB , 
объясняется тем, что компонент B  претерпевает фазовый переход в регионе 
I (а это приводит к уменьшению концентрации вблизи границы твердая фаза 
– область котектики). Отметим, что аналогичное поведение концентрации 
примеси xB  было получено при анализе нестационарной автомодельной 
кристаллизации в работах [49-53], а также в экспериментах [47]. Однако, в 
этих работах точка максимума была найдена на границе регионов I и II. 
Причиной смещения максимума в регион II, является то обстоятельство, что 
в работах [49-53] были использованы приближенные уравнения диффузии 
примеси Шейла [45, 46] (уравнения без диффузионных слагаемых). Поэтому 
смещение максимума в глубь основной двухфазной зоны объясняется 
влиянием диффузионного транспорта примеси xB  в реальной 
трехкомпонентной системе. Найденные на данном этапе работ 
аналитические решения среди прочего позволяют исследовать 
динамическую устойчивость затвердевания трехкомпонентных систем 
(которая ответственна за слоистую ликвацию примеси) по аналогии с 
теорией устойчивости, развитой в работах [57-60] для бинарных расплавов. 
Направление проделанной работы, таким образом, полностью 
соответствует заявленной тематике исследования по направлению 
«Геофизика», является актуальным и имеет перспективы 
коммерциализации, внедрения инноваций в образовательный процесс и 
углубления изучения социально-значимых проблем управления климатом, 
геофизическими явлениями, задачам получения управляющих параметров 
систем, претерпевающих структурные и фазовые превращения, нахождения 
максимально эффективных путей получения веществ с заданными 
свойствами. 
Таким образом, все ожидаемые результаты Этапа 5 Государственного 
контракта № 161.740.11.0356 от «7» октября 2010г. «Нелинейный 
тепломассоперенос структурно-фазовых переходов и его влияние на 
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прирост льда, его отражательную способность и теплообмен между океаном 
и атмосферой» достигнуты. Настоящий отчет является заключительным, 
обобщающим отчетом по всем проведенным пяти этапам работ по 
настоящему проекту. Все результаты, заявленные к достижению на стадии 
заключения государственного контракта по проекту, выполнены;  
реализацию проекта следует признать успешной.  
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